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DESCRIEREA SOLUTIILOR

COMISIA STIINTIFICA

PROBLEMA 1: KNIGHT

Propusa de: Lucian-Andrei Badea, TU Delft

In aceasta problema avem un arbore de N noduri Inradacinat in nodul 1 reprezentat prin
vectorul de parinti pa,...,pn si avem de rezolvat 3 cerinte.

Cerinta 1. La cerinta 1 trebuie sa numaram cate noduri au exact un fiu. Pentru a putea
calcula acest lucru, putem calcula nrfii[i] = numarul de fii ai nodului ¢ si apoi vom numara cite
noduri au nrfii[i] = 1.

Cerinta 2. La cerinta 2 avem () perechi de noduri (a, b) si pentru fiecare trebuie sa aflam daca
putem ajunge de la nodul a la nodul b facand mutari de cal. Pentru a putea face acest lucru,
ne vom baza pe urmatoarele observatii:

(1) Daca facem o mutare de cal de la nodul z la nodul y, atunci adancimea nodului y este
cu 1 mai mica decat adancimea nodului z. De asemenea, nodul y este sigur diferit de
nodul 1, radacina arborelui.

(2) Daca facem o mutare de cal de la nodul z la nodul y, atunci trebuie ca p, sa aiba cel
putin 2 fii, pentru ca altfel nu am putea cobori in nodul y.

(3) Astfel, trebuie ca addncimea nodului b sa fie strict mai mica decit adadncimea nodului
a.

(4) Parintele nodului b trebuie sa se afle pe lantul de la nodul a la nodul 1 (cu alte cuvinte,
Py este stramosul comun al nodurilor a si b).

(5) Nodul b trebuie sa nu fie stramos al nodului a.

(6) Avand in vedere ca toate conditiile de mai sus trebuie respectate, trebuie ca niciun nod
de pe lantul de la pp, la p, sa nu aiba exact un fiu.

Mai mult, se poate demonstra ca se poate ajunge de la nodul a la nodul b facand mutari de cal
daca si numai daca conditiile (3) — (6) tin. Astfel, putem face o parcurgere DFS in care pentru
fiecare nod x notam timpul de intrare tin[z] ca fiind momentul cdnd ajungem prima oara la
nodul z si timpul de iesire tout[x] ca fiind momentul cdnd iesim din nodul x. Astfel, pentru a
vedea daci x este stramos al lui y, trebuie sa vedem daca tin[z] < tin[y] si tout[y] < tout|x]
(adica daca am intrat in y dupa = si daca am iesit din y Inaintea lui z). In plus, putem calcula
si adancimea fiecarui nod pentru a testa a treia observatie. Pentru a vedea ca ultima observatie
este respectata putem sa ne mentinem nrl [z] ca fiind numarul de noduri cu exact 1 fiu pe lantul
de la x la radacind. Daca nri[pp,] = nrl[py], atunci toate nodurile de pe lantul de la p,, la pp
au cel putin 2 fii.

Daca toate aceste verificari sunt adevarate, atunci raspunsul pentru perechea (a,b) este 1, altfel
0. Complexitatea este de O(NN) pentru precalcularile inaltimilor nodurilor si a tin[z], tout[z] si
nrllz] si O(1) pentru fiecare dintre cele ) perechi, deci O(N + Q) in total.

Cerinta 3. La cerinta 3 avem () perechi de noduri (a,b) si pentru fiecare trebuie sa calculam

in cate moduri putem ajunge de la a la b facdnd mutari de cal.

In primul rénd, trebuie si facem toate verificirile de la cerinta 2 pentru a vedea daca putem

ajunge de la a la b. Apoi, fiindca dupa fiecare mutare de cal adancimea nodului curent scade
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cu 1, conform observatiei (1), noi ne vom plimba prin fiecare nod de pe lantul de la a la p;. Fie
v nodul care este fiu al nodului py si se afla pe lantul de la a la py. Atunci, pentru fiecare nod
x de la p,, la v vom avea nrfii[z] — 1 alegeri distincte de noduri in care si coboram. Astfel,
raspunsul, in cazul in care putem ajunge de la a la b este produsul pe lant H;z:ppa (nrfit[z] —1).

Pentru a putea calcula acest produs eficient, vom precalcula prod[i] = Hizi(nrﬁi [x] — 1), adica
produsul de nrfiijx] — 1 de pe lantul de la i la radacind. Trebuie sa avem grija la nodurile cu
exact un fiu, intrucat acestea contribuie cu 0 la produs. Astfel, atunci cdnd ajungem in ele in
parcurgerea DFS, nu le vom lua in calcul la produs. Astfel, prod[i] va mentine de fapt doar pro-
dusul pentru nodurile de la ¢ la radacina care au cel putin 2 fii. Asadar, raspunsul final pentru o

ﬁ pTOd[pPa]
prod[py]
prod[py]. Astfel, complexitatea este de O(NN) pentru precalculari si O(Q log MOD) datorita cal-

culului inversului modular pentru fiecare dintre cele @ perechi, deci O(N +Q log MOD) in total.

pereche (a,b) va modulo 10% 47, care se poate calcula folosind inversul modular al lui

Bonus. Cerinta 3 se poate rezolva si In complexitate liniara. Aceasta va ramane ca exercitiu
pentru cititor.

PROBLEMA 2: ROTATII

Propusd de: Verzotti Matteo-Alexandru, Universitatea Bucuresti

In continuare definim un pas ca fiind o pereche formata dintr-o translatie si o rotatie realizate
succesiv.

Cerinta 1. Pentru aceasta cerinta vom lua alternativ cite o translatie si o rotatie si vom simula
operatiile folosind tabelul din enunt.

Cerinta 2. Pentru aceasta cerinta este nevoie sa facem Intai cateva observatii. Reamintim
distanta Manhattan intre doua puncte (zg,yo) si (z1,y1) ca fiind |xo — 21| + |yo — y1|. Notam
cu d = |a| + |b| distanta Manhattan intre (0,0) (crasma) si (a,b) (casa lui Gigel).

Observatie 1. Un pas ne schimbd intotdeauna distanta Manhattan cu +1 sau —1 (exceptind
cazul cand suntem in origine).

Demonstratie. Se poate observa ca distanta Manhattan este invarianta la rotatie. Doar translatia
o afecteaza, iar dintr-un punct (x,y) ne putem muta doar in (x — 1,y), (x + 1,y), (x,y — 1) si
(z,y + 1). Dintre acestea, minim unul este mai aproape de origine, exceptie facand cazul cand
suntem deja In origine, iar toate schimba distanta cu Manhattan cu exact 1. U

Observatie 2. Paritatea distantei Manhattan pana la origine dupd efectuarea a N pasi este
egala cu paritatea lui N.

Demonstratie. Reiese din observatia anterioara. O

Prin urmare, daca d > N sau N si d au paritati diferite, atunci nu avem solutie. In continuare,
vom demonstra ca negatia acestor conditii este suficienta pentru existenta solutiei.

Observatie 3. Oricare ar fi sirul de translatii, exista un sir de rotatii astfel incat dupd N pasi
sd ajungem in orice punct din plan ce are distanta Manhattan d € {N,N —2,..., N mod 2}.

Demonstratie. Vom demonstra in mod inductiv ca dupa N pasi putem ajunge In orice punct
din plan ce are distanta Manhattan N fata de origine. Daca avem la dispozitie mai multi pasi
decat necesar, adica d < N, ne putem invarti in jurul lui (0,0) cu un numar par de pasi.

Caz de baza: Folosind 0 pasi putem ajunge in (0,0) ce are distanta 0 fatd de origine
(evident).

Pas inductiv: Presupunem ca folosind /N —1 pasi putem ajunge in toate punctele de distanta
Manhattan N —1 si demonstram ca folosind N pasi putem ajunge in toate punctele de distanta
Manhattan N. Fie (a,b) un punct de distantda Manhattan N. Presupunem fara a restrange
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generalitatea ca a,b > 0, deci a + b = N (celelalte cazuri se demonstreaza analog). Fie try
translatia de la pasul N. Avem 4 cazuri:
(1) try = N. Atunci din (a,b — 1) aplicind pasul (N,0) ajungem in (a,b), iar (a,b — 1) are
distanta Manhattan a +b -1 =N — 1.
(2) try =S. Atuncidin (—a,—b+1) aplicdnd pasul (8, 180), ajungem in (a, b), iar (—a, —b+
1) are distanta Manhattan |—a|+ |-b+1|=a+b—-1=N — 1.
(3) try =E. Atunci din (a — 1,b) aplicand pasul (E,0), ajungem in (a,b), iar (a — 1,b) are
distanta Manhattan a —14+b= N — 1.
(4) try = V. Atunci din (—a + 1, —b) aplicand pasul (V,180), ajungem in (a,b), iar (—a +
1, —b) are distanta Manhattan |—a + 1| +|-bl=a—-1+b=N —1.
Astfel, am demonstrat ca putem ajunge in orice punct de distanta Manhattan V. O

In concluzie, putem ajunge in (a,b) din N pasi daca si numai daca sunt satisfacute simultan
urmatoarele doua conditii, indiferent de sirul de translatii dat:
(1) d< N
(2) d= N (mod 2)

Cerinta 3. Pentru ultima cerintd, este suficient s& pornim din punctul (a,b) si sa aplicam
rotatiile conform demonstratiei Observatiei 3 de mai sus, mergand de fiecare data intr-un
punct cu distantd Manhattan mai mica. Trebuie avuta grija in cazul in care avem la dispozitie
mai multi pasi decat este necesar. In acest caz, putem folosi la final cite doi pasi pentru a
ne muta din origine intr-o pozitie vecina si apoi pentru a reveni in origine. Repetam acest
procedeu de cate ori este nevoie. De mentionat ca nu este neaparat necesar sa analizam cazuri;
putem verifica la fiecare pas toate cele patru rotatii posibile si sa o alegem pe cea care duce la
o distanta mai mica.
Complexitatea solutiei este liniara pentru toate cerintele.

ProBLEMA 3: ELIBERARE

Propusa de: Szabé Zoltan — Inspectoratul Scolar Judetean Mures, Targu Mures

Pentru simplitate in scrierea complexitatilor timp, vom presupune ca N = M.

Subtask 1: Toate masinile sunt orientate in aceeasi directie (40 de puncte). Folosind
doua cicluri for, unul pentru linii si unul pentru coloane, alegdnd parcurgerea corecta cu pasul
+1 sau —1, se pot elibera toate masinile. Complexitate timp O(N?).

Subtask 2: Toate masinile sunt orientate in doar 2 dintre cele 4 directii posibile (30
de puncte).
Avem sase posibilitati distincte, care se incadreaza in doua subcategorii:

(1) Cele doua directii sunt perpendiculare: Nord-Est, Nord-Vest, Sud-Est, Sud-Vest. In
aceste cazuri, la fel ca la subtaskul 1, cu doua cicluri imbricate se poate genera o solutie
valida. O alta posibilitate de rezolvare se bazeaza pe parcurgerea matricei paralel cu
diagonala principala sau secundara.

(2) Cele doua directii sunt opuse: Nord-Sud, Est-Vest. In acest caz, pentru fiecare linie
(Est-Vest) sau coloana (Nord-Sud) vom executa parcurgeri dinspre cele doua extremitati
catre interiorul liniei/coloanei, pana la intalnirea celor doua masini cu directia opusa.

Complexitate timp: O(N?).
Observatie: Rezolvarea de la subtaskul 1 poate sa prinda cateva cazuri si de la subtaskul 2.

Subtask 3: N, M <100 (12 puncte).
Solutia bruta. In mod repetat se parcurg toate elementele matricei. Pentru fiecare masini se
verifica daca poate iesi din parcare. Algoritmul se reia in mod repetat pana cand parcarea se
goleste complet. Complexitate timp este O(N®) sau O(N%) sau O(N3), in functie de imple-
mentare.
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Subtask 4: Fara restrictii suplimentare (18 puncte).
Parcarea se poate interpreta ca un graf orientat in care nodurile sunt masinile, iar fiecare masina
este conectata prin arce la masinile care o blocheaza din a fi eliberatd (de exemplu, pentru o
masind de tip >, acestea sunt masinile aflate la dreapta ei, pe aceeasi linie). Daca graful ar
contine un circuit, atunci problema nu ar avea solutie. Conform enuntului, acest caz este exclus.
Pentru a obtine o solutie optima, vom parcurge elementele matricei. Daca gasim o masina
nerezolvatd, printr-o parcurgere in adancime descoperim toate masinile care trebuie eliberate
inaintea celei de pe pozitia curenta. Lantul de masini este memorat intr-o stivd. Deoarece
graful nu contine cicluri, lantul generat va avea Intotdeauna lungime finita, iar ultima masina
introdusa in stiva va fi valida pentru eliberare. O astfel de solutie poate avea complexitatea
O(N3) sau O(N?). Pentru a obtine complexitatea O(N?), vom evita retinerea intregului graf
si vom memora pentru fiecare masina in parte doar prima masina care o blocheaza, sub forma
unor legaturi dublu inlantuite pe directiile Nord-Sud si Est—Vest. La stergerea unei masini
eliberate din matrice, refacem legaturile dintre masinile ramase in timp O(1).

La acest subtask sunt incluse teste cu N, M < 800, respectiv cu 1000 < N, M < 1100, pentru
a diferentia solutiile in O(N?) de cele in O(N?).
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